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Chapitre 3. Représentation des systémes échantilloés

3.1 Introduction

Un systéeme en boucle ouverte ou un asservissersgsiee en boucle fermée) comportant
un échantillonneur est dit échantillonné. Dans leapitre, nous allons étudier les modeles
utilisés pour représenter les systemes ou lesassements échantillonnés ainsi que les
méthodes de calcul des fonctions de transfert.

a) Exemples de systémes échantillonnés en boucleerte

1)

(¥ o 0

e(t * s(t) s*

J i» BOZ Ga(p)

E(p) E*(p) S(p) S*(p)
2)

(t) o (t) Sl(l(()) (t)
e(t ex(t) St s*(t s(t
—/ — BOoZ |—| Gaip) —/ — BOZ Gaz(p)

E(p) E*p) Si(p) Si*(p) S(p)

b) Exemples d’asservissements échantillonnés

) € (k)
e*() (1)
—» BOZ Ga(p) >
e*(p) S(p)
2)
e(t) el s(t)
e SETODZN e S| Gap) |—+—
Ep) 5 P v S(p)
| Hup) |«—| BOZ RN
S*(p)
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3.2 Représentation d’'un systeme discret (échantihmé/numeérique) par une équation
aux différences (équation de récurrence)

Un systéme linéaire discret est décrit par une t@muade récurrence (I'équivalent de
I'équation différentielle dans le domaine analogglinéaire a coefficients constants reliant

sa sortie s(k) a son entrée e(k). La forme généealeette équation aux différences est:
apns(k+n)+apn_1s(k+n-1)+...+a;s(k +1) +ags(k) = by e(k +m) +...+ by e(k +1) + bg e(k)

L’ordre du systéme étamt=>m (systeme causal).
Le systeme est ditausalsi les sorties dépendent uniguement des événemasass.

A partir de I'’équation de récurrence, on peut delctoutes les valeurs de la sortie s(k), si on

connait I'entrée e(k) et les conditions initial€®)s..., s(n-1).

3.3 Fonction de transfert (transmittance) en z d'unsysteme discret (échantillonné /
numerique):

En appliquant la transformée en z a I'équatiox @itférences précédente, sous I'’hypothese
gue les conditions initiales sont nulles (s(0)=s(1¥s(n-1)=u(0)=u(1)=...=u(m-1)=0), on

obtient la fonction de transfert échantillonnées¢déte/numérique) du systeme :

& z2"S@)+a.1 2" 1S(2)+....4a 2S(2)+a S(@)= b ZME(2)+...+b ZE@2)+ E(2)
d’ou:

bmz™ +...+ b1z +bg

G(2)=22 - =
E@ apz" +a,_ 12"+ ragz+ag

qui est la fonction de transfert en z du systénmaiillonné (discret).

E(z) S(z)
—| G2 —

La fonction de transfert est une fraction ratiotael

G(z :w
D(2)

N(z) et D(z) sont des polynébmes en z de degréctifpn et m.

La factorisation du numérateur et du dénominatenduit & la forme suivante:

6= 3D _bm @-2)2-29)...2~2m)
E@ an (-p)@@-p2)--2~pPn)
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Avec: p, i=1,..,n sont les péles;,2=1,..,m sont les zéros.
* Les pblessont les racines du dénominateur.
* Les zérossont les racines du numérateur.

La fonction de transfert G(z) peut aussi étre émius la forme standard suivante:

SO . K N@
O ) Ty © D)

ou :
m : est le nombre d’intégrateurs (pbles z=1).

K est le gain, avecK = lim (z-1)M G(2)
z-1

r: retards purs de r périodes.

Remarque:

-si m=0 (absence d’intégrateurs), K est appelé giatique.

-si m=1, K est appelé gain de vitesse.

-si m=2, K est appelé gaid’accélération.

Exemple

Soit un systeme numérique décrit par I'équationéderrrence suivante :
y(k+3)-1.5 y(k+2)+0.5 y(k+1)=2 u(k+3)-0.6 u(k)

Y@

1- Déterminer la fonction de transfe@(z) = 0@
z

2- Mettre G(z) sous la forme standard.
Solution:

En appliquant la TZ, en considérant les conditiotislies nulles, on obtient:
z3Y(z)-1.5 22 Y(2)+0.5zY(2)= 278 U(2)-0.6U(z)
La fonction de transfert est :
Y@ _  22%-06
U@ 2°-152+052

-La forme standard :

G(2)

273 - 06 _ 1 273 - 06
72 157+ 05 (z-1(z-05)

G(2) = 271

On constate que G(z) possede un intégrateur (pole=&). Le gain de vitesse K est donné

comme Suit :
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K=Ilm (z-1)G(z) =28
z-1

D'ou :

3_
)= 28 ;1206
z-1)  28&-14

Remarque: La fonction de transfert peut étre formulée &n Zette formulation enzest
obtenue a partir de la fonction de transfert esomme suit :

m-n n

G(z)—z_n bmz™ +...+ bz +bg _ bpz +.+ 2" +bgz”
27" anz" +an_qz" t 4. tagz+ay an fan_1z T +..+ ezt " +agz”

n

Exemple: Ecrire la fonction de transfert de I'exemple préaécen fonction de %z
Solution :

Y@ _ 2%-06 z°_  2-063
G(z) = = =
U@ 2z3-152+052 273 1-15271+ 0572
3.4 Réponse d’'un systeme échantillonné (discret)
On peut connaitre la réponse d’'un systeme discrateaentrée donnée, soit a partir de son

éguation de récurrence, soit a partir de la fonatie transfert en calculant la transformée en z

inverse de S(z)=G(2)E(z), c'est-a-distk) = 2 H G(2)E2)}.

3.5 Retard pur: un systeme discret (échantillonné) d’entrée e(kleesortie s(k), de fonction

S2)

de transfertG(z) = ——
E(2)

présente un retard pur de r périodes d'échantiligensi G(z) peut

se mettre sous la forme : G(z)=2 (2).

Exemple:

Y() _ 2 14277 147724573

G(z) =
U(2) 1+3z7 1427724773

3.6 Fonction de transfert échantillonnée (discrétalimérique) d’'un systéme analogique
muni d’un bloqueur d’ordre zéro :
Un systeme en boucle ouverte échantillonné munh B®Z est représenté par la figure

suivante :
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—»| G(2) —

y*(1) U(2) Y(2)

u(K) ) o v — u® v

Avec : G(p) est la fonction de transfert du systéeme anglogi

. 1-e74pP
Bo(p) est la fonction de transfert du BOBg (p) =

Le systeme analogique, muni d’un BOZ et dont léis@&st échantillonnée, devient un

systeme échantillonné (discret/numérique). Sa fondte transfert estG(z) = % :
z
Posons : G(p)= &p) Gi(p). La fonction de transfert échantillonnée est:

G2 = Z{Gp)} = Z{Bo (0G4 (D)} = Z{GaT(p) —eDp Ga(p)}

Y
Soit : H(p) =Ga_(p)

Il en résulte :

G(2) = Z{G(p)} = Z{H(p)} - 2 2PH(p)]

H(p) représente la transformée de Laplace de letifomh(t) et sa TZ est H(z).

e_ApH(p)représente la fonction du temps h(t) mais retarddene période

d’échantillonnag@, i.e, h(t—A), ce qui se traduit dans le plan z par la mplittation par

z_l, donc:

G@) =H@ -z H@) =a-zYHHE) = a- Z—l)Z{Ga(p)}
G(2) P
D’ou:

6@ =22 z{—G ap(p)}
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3.6.1 La fonction de transfert d’'un systeme analogue du premier ordre échantillonné

et muni d'un BOZ:

G(z)
. BOZ
! L y(k)
u(k) : u(t) YO 1y
— Bo(p) [—>| GilP) .
U(2) A Y(2)
Avec : Gg(p) = T+ 1p est la fonction de transfert du systeme analogique
T
G(Z):Y(Z):Z_lz Ga(p) :Z_lz K
U =z p z [ pd+1p)
Z{]E }:z K/Z - Res(0) + Res(~ )
pd+1p) Pp+) T
Res(O)+Res(—}): im K/t Z_ L im Kit 'z _Kz Kz
T p—»O(p_'_})Z—eAp _1 ] Z_eAp z-1 Z_e_A/T
T P~
D’ou
_4
z-1| Kz Kz l-e T
G(2) = - =K
® z L—l Z_e—A/T} _A
T

Z—€

Remarque: La forme canonique de la fonction de transfarhgysteme du premier ordre

échantillonné (numérique) est :

A A
T

1
G(z) =K =20
Z—Zp

_a b
,Znp=e U ou G@=K———,bp=1-2zy,an =€
0 2 2+ag 0 2p.a0

On constate que la fonction de transfert G(z) essiadu premier ordre. Elle dépend de la
période d’échantillonnagA.
A

G(z)apourpblep=e 1 = ePal , avecpg = i est le pole du systeme analogique.
T
Le gain statique est donné par K=G(1).

La période d’échantillonnadgedoit vérifier la condition suivante :

% < A <1l (Selon le théoréme de Shannon)
T
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2*™ ordre échantillonné et

3.6.2 La fonction de transfert d’un systéme analogue du
muni d’un BOZ:

La fonction de transfert d’'un systeme du deuxiénaeeoanalogique est :

Galp) = K 5+ avec h<1
2h p
1+—p+—
Wn (,0%

Avec : K est le gain statique, h: coefficient d’atssementw, : pulsation propre (rad/s).
La fonction de transfert d’'un systéme di"2ordre échantillonné est :

G(Z) — Z_lz{Ga(p)}
z p
On a 2 formes canoniques pour G(z):
Z—Zp

_ bz+bo G(z) = Kby _
22 +agz+ag (z-21)((z-71)

Avec : ag = g~ 2hwnd , Wp =W V1= h?, a1 =-2,/ag cospl)

G(z) =K

Wn . Wn .
bg =ag ++/ap {h—”sm(copA) - cos@pA)} , b1 =1-/ag {h—nsm(pr) + cos@opA)
W o
p p
20 = _E_O' 2 = o(Thon +jwp)A _ mA 7= oThon—jwp)d _ pon
1
Avecp; et psont les pbles du systéeme contingpk
Lors de [léchantillonnage d'un systtme analogiqua @°™ ordre, la période
d’échantillonnage doit vérifier la condition:
025< Awp < 125

Remarque: Les péles d’'un systéme analogique se transforfoentle I'échantillonnage. Les
poles d’'un systeme analogique sont reliés a cewodanodele échantillonné par la relation
suivante:

z=¢g PO

3.7 Passage de la transformée de Laplace a la trémsnée en z
Soit S*(p) la transformée de Laplace d’un signdlagtillonné s*(t) a la périod®, alors :
+o00
S*(p) = Lfs* ()} = J' s* (t)e Plat
0
Le signal s*(t) est non nul que pour certainesmaaiscretes du temps. D’ou :
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+00
$*(p)= Y s(kje P4
k=0

En posantz = Pl , On obtient :

+o0
$*(p) = Y (k)2 = S(z2) = Z{S(p)}
k=0

Remarque: L'opération d’échantillonnage (*) est caractéeig@r les propriétés suivantes :
(FF)*=f*

(f*. g)*=f*. g*

(fo)-#f*g*

3.8 Fonctions de transfert (transmittances) échartonnées des systémes en boucle
ouverte et des asservissements

Des que I'on a au moins un échantillonneur dansysteme, on utilise la transformée en z.
C’est- a- dire les fonctions de transfert seront.en

3.8.1 Systemes en boucle ouverte

e Systéme 1
e(k) s(k)
et) e = SO s+
— ] Gdp
E(p) E*(p) P svp)
E(z) S(2)

Avec S(2) = Zs(k)} = Z{S(p)} et S(2)=S*(p).
E(p) = L{e(}
Le systeme continu de fonction de transfert G(mtieat un BOZ, c'est-a-dire:

G(p)= B(p) F(p).

» Calcul de la fonction de transfert du systémeEs—(l(Z—))
z

On a: S(p)=G(p) E*(p)
S*(p)=( G(p) E*())*=G*(p) E*(p)

D'ou:

< () = 2" (P) _S@
P ey TPy
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Avec G(2) = Z{G(p)} = 27_12{?}

Donc:

E(2) S(2)
—»| G(2) —

Systeme 1

Ga(p)

Systeme 2
e(k)
ety  ex) X(t)
»|  Gup) >
E(p) E*(p) X(p)
E(z)

Ou : G(p) = Bo(p) F(p)-
Calcul de la fonction de transfert du systéme%é—.))
On a: S(p)=G(p) X(p)= Gx(p) Gu(p) E*(P)
S*(p)= (Gp) Gu(p) E*(p))*= (Ga(p) Gu(P) )* E*(P)
S(2) = G1G2(2) E@2)

X9 - G1G2(2)

E(2)

Avec G165 (1) = 26y (15 () = 2;12{ F(p)csz (p)}
_ E(z) S@@)

Systeme 2 — 5%

N. DJEGHALI
SO, 20
S gxp)

S(@2)
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e Systéme 3

e(t) * t X*(t) s(t) s*(t
/—ib Gl(p) L/X—()> Ga(p) S( ) S (p)

E(p) * X *(p p i
E(g) ®) X(2) S(2)

ou : G(p) = Bo(p) Fu(p) et G(p) = Buo(p) R(p).
» Calcul de la fonction de transfert du systéme%%

On a: S(p)=&p) X*(p)

S*(p)= (G(p) X*(p))*= G*2(p) X*(p)
X(p)= Gi(p) E*(p) = X*(p)= G*1(p) E*(p)

D'ou:
S*(p)= G*2(p) G*1(p) E*(p)
= 32) = G1(9G2(2) E()

S _

= E@ = G1(9G2(2)

Avec Gy (2) = 2{Gy ()} =2 {Fl(p)} et Gy (2) = z{Gz<p)}—TZ{F2('°)}

p

E(2)

Systtme3 — —

X(2) S(2)

G1(2) G2 —

\ 4

3.8.2 Systémes en boucle fermée échantillonnés @sssements échantillonnés)

* Asservissement 1
e (K)
e*(t)

£*(p)

s(t)

S(p;

G(p)

ol : G(p) = B(p) F(p).

10
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e Calcul de la fonction de transfeﬁé%
Z

On a: S(p)=G(pE*(p) = S*(p)= G*(p) £*(P)
€ (P)=E(P) - S(p)= €* (p)= E*(p) - S*(p)
S*(p)= G*(p) E*(p) - G*(p) S*(p)

S*® _ _G*() _ S _ 6@
E*(p) 1+G*(p)  E@ 1+G@

Avec G(z) = Z{G(p)} est la fonction de tranfert en BO.

Asservissement 1 — =) + £ @) G(2) S(Z):
» Asservissement 2
e(t) 4 zgl((t)) s(t) S*(t)
EO 2 L Gp) —_
EP) _F P i) se) | S
H(p)

O : G(p) = B(P) F(P) et H(p) = BF) F(p).
)

* Calcul de la fonction de transfert de I’asservissemm
Z

On a: S(p)=G(pE*(p) = S*(p)= G*(p) £*()
€ (p)= E(p)- H(p) S*(p}> £* (p)= E*(p)- H*(p) S*(p)
S*(p)[1+G*(p)H*(p)]= G*(P)E*(P)

S®___ G'® _ S)__ 6@
E*(p) 1+G*(H*() E@ 1+G@H(Q)

Avec G(z) = Z{G(p)} et H(z) = Z{H(p)}. G(z)H(z) est la fonction de transfert en BO.

S(z)
G(2) >

Asservissement2 —  E(z) + £(2)

H(z)

11
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